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Cálculo da trajetória 
da pluma de uma chaminé 

Eng? Walter Dei Picchia• 

RESUMO - Um modelo para a determinação da 
trajetória da pluma emitida por uma chaminé, para gases 
mais pesados que o ar, foi desenvolvido por Ooms e 
colaboradores. O presente trabalho descreve a implantação 
deste modelo em um microcomputador e apresenta exemplos 
de aplicação, com saídas em forma gráfica. Os resultados 
fornecem o diâmetro da pluma, o ângulo entre seu eixo e a 
horizontal, sua velocidade na direção tangente ao eixo, sua 
densidade e a concentração do poluente, todos em função da 
distância sobre o eixo da pluma, assim como um desenho 
representando a chaminé e a pluma. São feitas algumas 
sugestões para aperfeiçoamentos futuros. 
Palavras•Chave: Emissão de gases, poluentes, chaminé, 
pluma, modelos, microcomputador 

ABSTRACT - A model for the determination of a plume 
path emitted by a stack, for gases heavier than air was 
developed by Ooms and colaborators. This work describes the 
use of this model by a microcomputer, and presents 
application examples with outputs in graphic form. The 
results furnish the plume diameter, the angle between its axis 
and the horizon, its velocity in the direction of the tangent to 
the axis, its density and the concentration pf the pollutant, ali 
of then in function of the distance along the plume roeis, and 
a drawing representing the stack and the plume. Some 
suggestions are made for future improvements. 
Key-Words: Emission of gases, pllutants, stack, plume, 
models, microcomputer 

1. Objetivo 

O presente trabalho tem por objetivo descrever o desenvolvimento de 
um programa para microcomputador para a determinação da trajetória 
da pluma emitida por uma chaminé, para gases mais pesados que o ar, 

e é uma versão resumida do relatório técnico [1 ], do mesmo autor. 
O modelo utilizado foi o desenvolvido por Ooms e outros, 

descrito nas publicações [2] e [3]. 

~Professor Titular da Escola Politécnica da USP 

Ooms e outros utilizam, no modelamento da emissão, equa
ções de conservação de massa (are poluente), momento (ho
rizontal e vertical) e energia, chegando a um sistema compos
to por 5 equações diferenciais, o qual, resolvido, fornece: 

a) o diâmetro da pluma, (b) o ângulo entre o eixo da plu
ma e a horiiontal, ( c) a velocidade em um ponto da pluma na 
direção da tangente ao eixo, ( d) a densidade em um ponto da 
pluma, ( e) a concentração do poluente em um ponto da pluma. 

2. Equacionamento 
As equações básicas apresentadas por Ooms são (ma.,ti

vemos a mesma numeração apresentada por Ooms na refe
rência [2]): 

b,12 

(14) t f pu2'1írdr 

o 

21!" bpa [<>1 1 u' (s) 1 + 
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(15) 

(16) 

(18) 

onde: 

(23) 

d 
ds 

d 
ds 

d 
ds 

d 
ds 

b,;2 f cu271"rdr=0 

o 

f 
b,;2 

pu'cosv271"rdr=27íbp,U,[a,lu•(s)I + 

o 

+a2Ua I senv I cosv+a3u'J+ 

+Cd'7rbpaUi I sen3v j 

/ 

b.;.! 

pu2senv21rrdr ... 

o 

b,;2 J o g(p.-p). 

-.JL ,_;V< O ➔ sinal+ 
2 

o..;v<; ➔ sinal-

/ 

b,;-2 p,c_•~- u [ 1 - _P __ [ 1 + 
/J.aCp,a Pa,O 

o 

e P. ( µ, l] + e:;- • -P-- ~-1) 271"rdr= 

Figura 1 · Pluma e sistema de coordenadas. 

z 
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= 27íb (1- ~:,, ) [a, 1 u' (s) 1 + 

+ a2Ua I senv I cosv+ a:3u'J 

(24) 
µ,cp 1 IJ,oCp,o 

~µ"",""<:p-,,- "" T (l + Jl,aCp,a 

(25) ( õp, ) õp, CTE P, = P,,. + az z, com -"ãz = . 

As variáveis do problema são: 

b (s) = diâmetro da pluma /2Y2 
V (s) = ângulo entre o eixo da pluma e a horiwntal 
u (s,r, v) ... velocidade em um ponto da pluma na direção 

da tangente ao eixo 
p (s,r, v) ... densidade em um ponto da pluma 
e ( s,r, v) ... concentração do poluente em um ponto da 

pluma 
As variáveis b e V são funções de s, distância sobre o eixo 

da pluma, medida a partir da saída da chaminé. 
As variáveis u, p e e são funções de s,r, v, que constituem 

um sistema de coordenadas, conforme é visto _na Figura 1 (r 
é a distância radial de um ponto ao eixo, numa secção normal 
da pluma). 

'Todos os outros literais são parâmetros, cujo significado e 
valores serão apresentados adiante. Maiores detalhes podem 
ser encontrados nas referências. As equações (14) e (15) são 
equações de conservação da massa (pluma e poluente, respec
tivamente). 

Asequações(l6)e(l8)traduzemaconservaçãodomomento 
vertical, e do momento horizontal, respectivamente. 

X 
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A equação (23) é derivada a partir do princípio da conser
vação da energia. 

Ooms apresenta ainda outras três relações: 

r2 ----
u (s,r,v) = Uacosv + u*(s) e h

2
(s) 

r2 

p(s,r,v) = p, + p'(s) e >-2b2(s) 

r2 ----
c(s,r,v) = c'(s) e >-2b2(s) 

com ).2 = 1,35 

Vamos adotar, em primeira aproximação, valores médios 
deu, p, e na secção transversal da pluma. Nesse caso podere
mos efetuar as integrais do sistema (14, 15, 16, 18, 23), a variá
vel r desaparece e teremos cinco equações diferenciais simpli
ficadas da forma: 

d 
----a,Yi (p,u,b) = f,(p,v,b) 

d ---a, Y2 (c,u,b) = O 

d 
----a,Ys (p,u,v,b) = f,(p,v,b) 

d ---a, y4 (p,u,v,b) = f4(p,v,b) = f4,(p,b) .±. f4s(b,v) 

d ---a, Ys (p,u,c,b) = fs(P,v,b) 

Resumidamente 

d ds (y(p,u,v,b,c)) = f(p,u,v,b,c) 

onde x, e f são vetores. 

Adotando valores médios, as integrai~ são substituídas de 
acordo com: 

b,;2 

em (14): ~s f pu27rrdr 

o 

<- ~s (pu27rb2) 

b,;2 

em (15): ~s f e u27rrdr 

o 

d 
<- y,<c u27rb') 

b,;2 

em (16): ~s J pu2cosv27rrdr <- ¾<pu2cosv27rb') 

o 

b,;2 

em (18): ~s f pu2senv27rrdr<- ~s (pu2senv27rb') 

o 
b,;2 

em (23): ~s f [ .... ]27rrdr <- ~s ([ ... ]27rb') 

o 
b,;2 

em (18): ~s f g(p,•p)27rrdr <- g(p,·p)27rb2 

o 

'pois: f 
b,;2 

O 27rrdr = 27rb2 

Faremos também: u' = ~ = 0,2 u*p 
R, gb (P·P,) 

pois: R, = "'g~b~(P,...·'"'P,~) 
u'p 

Desse modo o sistema simplificado pode ser escrito: 

com: 

onde: 

d -(pub2) = f1 ds 

d -(cub2) = f2 ds 

L (pu2cowb') = r, 
ds 

d (pu2senvb2) = f4 

ds 

L(C6ub'[1-_2_-c7cj) = f5 
ds Pa,o 

f2 = 0 

Í3 = PaUaEt + C4b] sen3 V 1 

f4 = gb' (p,-p) .±. C4cosVsen'v 

1 1 
c,p 

E1 = C1b + C2b senv cosv + -
p·p, 

e, = a, [ u'(s) [ 

e, = ª' u, 
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0,2a3u* e,= --
g 

e,= 

e, = 1 -~ 
Pa,o 

Po ( µ, e,=-- --1) 
CoPa,o µo 

3. Redefinição das variáveis ' 

Vamos definir novas variáveis y, por: 

(!) Y1 = pu b2 

(li) Y2 = cu b2 

(lll) y3 = pu'cosvb2 
(IV) y4 = pu2senvb2 

(2) 

(V) ys = C,ub2 [1-_P_ -C7cj 
Pa,o 

Desse modo o sistema simplificado. fica: 

d • 
--y1 = Y1 = f1 
ds 

d • 
--y,=y,=f, 
ds 

d • --y, = y, = r, 
ds 

d • 
--y4 = Y4 = f4 
ds 

d • 
--y,=ys=fs 
ds 

com os fs dados no item anterior. 

(1) 

A resolução desse sistema fornecerá os y • Portanto é ne
cessário inverter o sistema (2), obtendo p, u, v, b, e, em fun
ção dos y. 

Para obter A u, V, b,cemfunçãodey1, Y2, y3, Y4, y5, fa
zemos: 

De (!) e (li) obtemos 

(VI) _e_ = .l'.L 
e Y2 

De (lll) e (IV) obtemos 

(VII) tg v = ..i'.i. 
Y3 

De (!) e (lll) obtemos 

(Vlll) u cos V = _2'.l... 
Yl 

De (VII) vem: V = arctg ..i'.i. 
y, 

De (Vlll) vem: u = Y3 

Yt cosv 
De (!), (V) e (VI) vem: 
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1 p = ------,----,,--
_l'.L 1 ..uQz_ +--+ 
Y1C6 Pa,o Yt 

De(l)vem: b = G:_ v--;;:; 
De(Vl)vem: 

4. Resumo Geral 

C=~ 
y, 

Portanto, o sistema de equações a resolver é o seguinte: 
y, = r, (p,v,b) r, = r, (p,v,b) 
y3 = f, (p,v,b) (1) 
;,, = r, (p,v,b) 
ys = fs (p, v,b) 

Y1 = p u b2 

Y2 = cub2 
y3 = pu2cosvb2 
y4 = p u2senv b2 

y5 = C6u b' [1 - ____e_ - C7c] 
Pa,o 

1 p = ---------
-1'.L 1 ..uQz_ +-- + 
YtC6 Pa,o Yt 

v = arctg-1!_ 
Y3 

u = ~ 
ncosv 

b= G:_ v--;;:; 
e=~ 

Yl 

Os f's são dados pelas expressões do item 2. 
Resumidamente, o sistemfl, a resolver é: 

y = f(x) (1) 
y = g (x) (2) 
X = g-1(y) (3) 

(2) 

(3) 

com as condições iniciais x( o) = Xo, e onde y, x e Xo são 
vetores: 

y, 
y, 

Y = Y3 
y, 
Ys 

p 
u 

X= V 

b 
e 
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5. Resolução do sistema de equações 

O sistema apresentadó·será resolvido numericamente pe
lo método de Runge-Kutta de 4~ ordem, ap6s conhecerem-se 
os valores dos padmetros e as condições iniciais. Esse méto
do resolve equações diferenciais do tipo: 

com 

fazendo: 

~ -
ds = f(s,y) 

y(0) - Yo 

Yi+t = Yi + f (kt + 2k2 + 2k, + !<,) 

k1 = f(Si,Yi) 

k2 = f(Si + t• Yi + t k1) 

k, = f(Si + t• Yi + t k2) 

k, = f(Si + t• Yi + pks) 

onde: p = passo do cálculo. 

Como em nosso caso o sistema é do tipo: 
y = f(x) (1) 
y = g(x) (2) 

x - g-l(y) (3) 
com x e y vetores e x( o) .,, Xo, será feito: 

~ = f (x) = f (g-l(y)) = f(y) (5) 
ds 

Yi+l = Yi + t(k1 + 2k, + 2k, + !<,) 

6. Fluxogramas 

O esquema da resolução é visto na Figura 2. 

(4) (5) 

RK 

f 

Figura 2 Esquema de resolução 

k1 = f(y,) 

k2 = f(y, + t k1) 

k, = f(y, + t k2) 

k,=f(y,+pk,) 

A função f é definida por: 
f (y) = f (g-l(y)) 

onde x = g-l(y) é dado pelas equações (3). 

Ela será calculada com auxílio das expressões: 

e, - "du'<•ll 
C2 = a2 Ua 

0,2 a3 u• e,. 

e, -
Pa e,= 1--. 

Pa,o 

e,= ..!.(1 + ~) 
2 µ.ep, a 

e, - ....2s,_ Ü!... - 1) 
C,p.,., ~ 

E1 = C1b + C2blsenvlcosv + ...flQ_ 
P--Pa 

(4) 

f1 (x) = p,E1 = f1 (y) 

f2 (x) = 0 = r, (y) 

r, (x) = p,U,E, + C,b lsen3vl = r, (y) 

f4 (x) = gb'(p,-p) .±. C 4b cosVsen'v = r, (y) 

f, (x) = C,E1 = fs (y) 

N 

s 
( 3) 

g - 1 
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Naimplan.taçãoutilizamoooesquemaequivalentevistona Figura 3. 

! 2) ( 3) 

··Dy· g-1 

; 

Figura3 Esquema equivalente 

O fluxograma de resolução, a grosso modo, é o visto na Figura 4. 

Figura 4 - Fluxograma de resolução. 

s=s+posso 

x=g-l(y I o o 

-J p 
xAUX = g Cy0 • 2 k1I 

t 2 = t t•AUxl 

s 

N 

g-1 

O modelo foi implantado em microcomputador tipo Ap
ple(8 bits) em BASIC, eem microtipoPC (16 bits) em Turbo-

Pascal, e a seguir foram efetuados os testes adiante descritos. 
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7. Valores dos parâmetros e constantes 

Os seguintes valores (típicos) foram utilizados: 
Pa = densidade da atmosfera = 1,2 Kg/m3 

"'' = 0,057 
u * = velocidade da pluma relativa à atmosfera = 

= u-Ua cosV 
0'.2 = 0,5 
U a = velocidade do vento "" 3m/s 
0!3 = 1 
g = 9,8 rn/s2 
Cd = coeficiente de arrasto = 0,3 

1 1 
µ, massa molecular da pluma = ~ /J,aCp,a 2 • 

o(l + .ffie...) 
µ.<p,, 

(obtido da equação (24) da referência [1]) 
cp = calorespedficodapluma = 0,3 Kcal/(Kg.°K) 
P.a = massa molecular do ar = 29Kg/Kmol 
Cp, = calor específico do ar = 0,24 Kcal/(Kg .ºK) 
Pa,o = densidade da atmosfera na saída da chaminé 

= 1,2 Kglm' 
/J,o "' massa molecular da pluma na saída da 

chaminé = 35 Kg/Kmol 
Cp,o = calor específico da pluma na saída da 

chaminé = 0,4 Kcal/(Kg-ºK) 
C0 = c(o) 

Calculandoµ. pela equação (24) obtemos: 
µ. = 35 KgfKmol 

8. Testes 

Teste 1: 
Foram adotados oS valores iniciais seguintes (valores na saí-

da da chaminé): 
p (o)= 1,5 kg/m3 
u (o)= 15 rn/s 
v(o) = 89° 
D (o)= 2 b(o) '12 = 1,20 m 
c (o) = 0,005 kg/m3 

Teste 2: 
p (o) = 4 kg/m3 
u (o) = 15 rn/s 
v(o) = 89° 
D(o)= 2b(o)'12 = 1,20m 
c (o) = 0,005 kg/m3 

Estes valores foram adotados para os testes porque consti
tuem valores médioo típicos. Para cada teste usaram-se os passos 
0,5m; 0,1m; 0,05m. 

Em forma de tabela, tem-se: 
Teste Passo 
Tl 0,5 m 
Tl 0,1 m 
Tl 0,05 m 

T2 
T2 
T2 

0,5m 
0,1 m 
0,05 m 

Smáximo 
75m 
75 m 
75 m 

75m 
75m 
75m 

Os pontos de impressão desejados são: 
O 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 

1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6 6,5 7 
7 ,5 10 12,5 15 17 ,5 20 22,5 
25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 

(Ospontos0,1. .. 0,4; 0,6 ... 0,9nãoexistemparaopasso 
igual a 0,5 m) 

9. Resultados 

Um esboço dos gráficos de saída, desenhados direta
mente pelo microcomputador, é visto nas Figuras 5 a 16. 
As Figuras 5 a 1 O se referem ao teste 1, e as Figuras 11 
a 16 se referem ao teste 2. 

TESTE 1 

Figura 5 - Ângulo em.função da dist4ncia s. 

DRilnco, ~l!OUI.O 

X IIÁXIl\01 74.ff9ff99 

X IIÍNIIIOO • 

v 11ilx1110, 1.5:533430 

Y IIÍNll\01 -,2:5114227 

V {9) 

"' 

,e .. > 

" 

Figura 6 - Densidade p em função da dist4ncia s. 

8RÁFIC01 OENSIOADE 

X i'YIXIHO• 74,'999999 

X IIÍNil\01 • 

y HilXll\01 1,:5 

Y NÍNIHOI 1,2♦6HQ9:5 

1,50 

1,20 L--================--_:•:;<•~l " 
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Figura 7 - Concentração e emfunção 

da distância s. 
GRÁFICO• CONCENTRAÇÃO 

X HÁXIHO• 74.9999999 

X HÍHINOI 9 

Y HÁXIHO• :o;E-Q3 

Y HÍNIHOI i.0♦182412E-Q4 

c(Kg/ml) 

Figura 9 - Diâmetro D emjunção 
da distância s. 

GRÁFICO• OIÂHETRO 

X HÁXIHO• 74.9999999 

X KÍHIKOI 9 

Y IIÁXIKO• 18,63284:11 

Y HÍNINOO 1,2 

D(m) 

18,6 

" 

'·'~,-----------------------"'•'·s;,,.. 
Figura 11 - Ângulo y em junção da distância s. 

GRÁnco, ÂNGULO 

X ll!ÍXIIIOI 74,9999999 

X IIÍNIHO• e 
Y HÁXIHOI 1.:-;:-;334393 

Y KÍMIHOI -.0142:-;eeu 

,;(9) 

''° 
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Figura 8 - Velocidade u em junção 

da distância s. 
GRÁFICO• VEl0CI0AIIE 

X KÁXl/101 74.9999999 

X HÍNlHO• Q 

Y 11ÂXIHO• 1:-; 

Y HÍNl/101 2.97694794 

!S,O 

2,9sL_:::,, _______ ~=========!"1ao 

Figura 10 - Esboço da pluma em junção da 
distância lwrizontal. 

"LTURA DA C>lAH!«l, se (li). 

ALTURA H~XIM OA nuM• 64,08(11), 

l>ISl, KÁXl/'IA 110 EIXO DA PI.UNA• 7:-; (li), 

" 

Figura 12 - Densidade p em junção 
da distância s. 

GRÁFICO• DENSIDADE 

X HÁXIHOz 74,9999999 

X IIÍNIHO< e 

Y HÁXl/101 4 

Y IIÍNIHO• 1,2286169 

~ (Xg/~)) 

0,ÇO 

~(m) 

" 
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Figura 13 - Concentração e em função 
da distáncúJ s. 

GRIIPICO• CONC[ITTRACiÍO 

X HÁXIHO• 74.9'99999 

X MÍNIMO• 11 

Y HilXIH(l' :;E-93 

Y IIÍNl/101 3.681S9ff7(8 f$ 

<(K~/,•lJ 

5,00 10· 1 

Figura 15 - Diâmetro D em.função 
da distáncúJ s. 
Of1,(,1co, OIAHURO 

)( "'4XINOI 7-4,9'9'9'9 

X MÍNIMO• f 

Y IIÁXIIIOI 21,39'364$ 

Y MÍIUHO• 1,2 

H11) 

10. Conclusões 

.. , 
" 

Este trabalho descreveu a implantação de um programa 
para microcomputador que determina a trajetória da pluma 
emitida por uma chaminé, utilizando modelo proposto por 
Ooms e outros. 

Este programa, a partir de parâmetros e dos valores ini
ciais de p( densidade), µ. (velocidade k_ V (ângulo do eixo com 
a horizontal), D ( diâmetro = 2 b -./2) e e (concentração) na 
saída da chaminé, fornece ~sas mesmas grandezas em· fun
ção de s, distância sobre o eixo da pluma. Na atual resolução 
foi adotada a aproximação de considerar esses valores como 
médias na secção transversal da pluma. Numa segunda eta
pa, se necessário, poder-se-á determinar ( a partir desses valo
res médios) as grandezas em qualquer ponto da pluma, desde 
que se adote para elas uma distribuição conveniente na sec
ção transversal. 

Figura 14 - Velocidade u em função 
da distáncúJ s. 

OdF'fCOI UELOC!DADE 

X N.IXUKII 1'4,?9999'9 

X HÍNIIIO• f 

Y NilXIIIOI IS 

Y MÍNIMO• :1,$46531:;2 

15,0 

Figura 16 - Esboío da pluma em.função 
da distáncúJ Twrizontal. 

l>ISJÃNCIA HÁXIM fH XI !,1,>'/ (H!, 

AI TU"A ()A Cll/,Hll/Ú ~- (H). 

~LTU~A HÁ>!"" OA PlUHAI 64,0:>(N,, 

QIST. ~IÍÜM NO f,IXO QA nUNA< ~5 (H>, 

" 

" 

• •> 

Para a resolução das equações que constituem o modelo 
utilizou-se o método numérico de Runge-Kuttade 4~ ordem, 
com adaptações apropriadas para o tipo das equações que ne
cessitávamos resolver. 

São apresentados ainda no trabalho diversos exemplos de 
aplicação com os resultados gráficos. 

Diversos aperfeiçoamentos e aplicações podem ser feitos 
a partir dos resultados básicos aqui apresentados, como: 

- cálculos para distribuição simétrica em torno do eixo 
da pluma; 

- cálculos para distribuição assimétrica em torno do ei
xo da pluma; 

- cálculos considerando reflexos das emissões no solo; 
- traçados de ísopletas ( curvas de isoconcentração a ní-

vel do solo). 
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