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Resumo Este trabalho tem um duplo objetivo: apresentar de 
modo operacional a teoria das Cadeias de Markov e mostrar 
ao mesmo tempo como esta pode ser utilizada na análise de 
problemas de qualidade de água. A aplicação prática 
apresentada trata da presença de mercúrio em águas 
superficiais em concentrações acima do limite estabelecido. 
Esta questão é importante e vem sendo objeto de estudos 
recentes que buscam o conhecimento dos mecanismos de 
transferência do mercúrio do sedimento para a água e 
vice-versa. 

ABSTRACT This paper has a double objective: to describe 
the Markov Chains theory in a practical way as well as to 
show its application in the water quality analysis. The 
practical application here described is related to the mercury 
presence in superficial waters in concentrations above the 
established limit. This is an important issue that has been the 
object of recent studies in order to understand the mercury 
transference mechanisms from the sediment to the water and 
vicewversa. 

A teoria dos processos estocásticos trata de sistemas que 
evoluem no espaço ou no tempo, de acordo 

com leis probabilísticas. 
No processo estocástico temporal, os resultados 

são "indexados" ou identificados no tempo, em ocasiões 
específicas. Assim definido, um processo estocástico 

é um experimento aleatório no tempo, através do qual algum 
atributo de interesse assume valores numéricos 

segundo fatores casuais. Este atributo, que pode tratar de 
valores qualitativos, é denominado variável aleatória. 
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Um processo estocástico é definido pela família ou con­
junto de variáveis aleatórias { X

1 
), onde t é um parâme­

tro temporal (índice) de um dado conjunto T. 
Um valor específico para a variável aleatória é deno­

minado um "estado". Na terminologia dos processos es­
tocásticos, a variável aleatória X

1 
é chamada ''variável de 

estado". O espaço dos estados (S) é simplesmente o espaw 
ço amostral para todos os valores possíveis de X

1
• 

1 - Processos estocásticos de estado discreto e 
parâmetro discreto 

Se S contém, exclusivamente, valores discretos, então 
Xt } é denominado 'e processo estocástico de estado dis­

creto". Em outras palavras, S contém os estados (resulta­
dos) mutuamente exclusivos e exaustivos associados com 
o processo (experimento). Em geral, os espaços de estado disw 
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ereto podem ser finitos numeráveis (isto é, o número de 
resultados em S é finito) ou infinitos numeráveis (isto é, 
o número de resultados em Sé infinitamente grande). Da 
mesma forma, o parâmetro de indexação T pode ser dis­
creto. Se Testá restrito a valores inteiros, isto é, T = { O, 
1, 2, ... ], então { Xt } é um "processo estocástico de pa­
râmetro discreto''. 

2 - Processos markovianos 

Uma das classes mais bem conhecidas e úteis no âmbi­
to dos processos estocásticos é a dos processos markovianos. 

Um processo estocástico é um "Processo de Markov" 
quando satisfaz a seguinte condição, conhecida como "Pro­
priedade Markoviana'': 

"Dado o conhecimento do estado presente (ou mais recente), 
a probabilidade condicional do estado seguinte é independente dos 
estados anteriores ao estado presente (ou mais recente)". 

Especificamente, para um processo estocástico de esta­
do discreto e parâmetro discreto, a probabilidade condi­
cionàl de um próximo estado específico (isto é, Xt+ 1 = 
x

1
+ 

1
) dado o estado presente (isto é, dado X

1 
= x

1
) e da­

dos todos os estados que antecedem o estado presente (isto 
é, dados Xº = Xº, xl = x,, .. x!-1 = xt-1) é idêntica à pro­
babilidade condicional de um próximo estado específico, 
dado o estado presente: P(Xt+I =Xt+ilX

0
=x

0
,X1 =xl' ... 

X
1

=xt)= P(X
1

+ 1 =xt+i1X
1

=Xt) ............. (1) 

para t = O, 1, ... e todas as seqüências possíveis para 
valores de estado. 

Note-se que a letra maiúscula representa a variável alea­
tória e a letra minúscula um valor específico da variável 
aleatória. 

3 - Probabilidades de transição 

A probabilidade condicional dada pelo lado direito da 
equação (1) representa a chamada· ''probabilidade de tran­
sição''. A probabilidade de transição é definida como a pro­
babilidade condicional, de o processo atingir um estado 
futuro específico dado seu estado mais recente. Essa pro­
babilidade é também denominada ''probabilidade de tran­
sição de 1-estágio" uma vez que descreve o sistema entre 
t e t + 1. Analogamente se pode definir probabilidade de 
transição de m-estágios como a probabilidade condicional 
que descreve estados no sistema entre t e t + m. 

Uma representação conveniente-das probabilidades de 
transição de 1-estágio para o caso discreto é dada pela se­
guinte "matriz de transição": 

DO ESTADO\ PARA O ESTADO 

1 

2 

n 

P11 

Pn2 ... 

... (2) 

onde n é o número de estados mutuamente exclusivos e 
exaustivos e Pr é a "probabilidade de transição" d.o i­
ésimo estado piesente para o próximo j-ésimo estado. As­
sim, as linhas representam os estados presentes possíveis 
e as colunas os estados futuros possíveis. Por definição, os 
elementos em P devem satisfazer as duas propriedades se­
guintes: 

1. o " 

2. 
n 
E p .. . 1 ,, 
J= 

" para todos i, j 

1, 1, 2, ... , n 

A primeira propriedade segue da definição de proba­
bilidade. A segunda decorre da Regra da Adição para even­
tos mutuamente exclusivos que são exaustivos; isto é, dado 
que o sistema está presentemente no i-ésimo estado, a pro­
babilidade de estar em seguida no estado 1 ou estado 2 ou 
. . . estado n é 1. 

4 - Cadeias de Markov 

Uma "Cadeia de Markov" é um processo estocástico 
com as seguintes propriedades: 

1. Espaço de estado-discreto. 
2. Propriedade markoviana. 
3. Probabilidades de transição de 1 -estágio permane­

cem constantes ao longo do tempo ( denominadas pro­
babilidades de transição estacionárias). 

Se, adicionalmente, o estado de espaço discreto tem um 
número finito de estados, então, fica definida a Cadeia de 
Markov de Estado Finito. 

As cadeias de Markov constituem uma classe proemi­
nente dos processos markovianos, pois têm propriedades 
computacionais desejáveis à implementação em aplicações 
práticas. Uma Cadeia de Markov fica completamente de­
terminada uma vez que seja especificada, com certeza, a 
matriz de transição e o conjunto de probabilidades incon­
dicionais para os estados iniciais. 

O conhecimento desses dois conjuntos de probabilida­
des permite a predição probabilística de estados específi­
cos em pontos futuros, no tempo. 

5 - Exemplo de formulação de processo 
como Cadeia de Markov 

Considerem-se os registros históricos de conformidade 
ou inconformidade, de amostras, apresentados na Tabela 
1, relativamente ao padrão para a concentração de mer­
cúrio em águas superficiais, para uma determinada esta­
ção de monitoramento bimestralmente amostrada. 

Neste caso, a variável de estado é discreta e pode assu­
mir um dentre dois valores. 

Seja Xt = O, se a amostra se apresenta "conforme" por 
ocasião da coleta no bimestre t, e Xt = 1, se esta se apre­
senta ninconforme" no bimestre t. 

{ X
1 

) , nestas condições, é um processo estocástico de 
estado discreto e parâmetro discreto onde S = { O, 1 } e 
T = { 1, 2, ... ) . Para um período de dezoito bimestres, 
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Tabela 1 - Registros históricos bimestrais de conformidade ou inconformidade com o padrão pa_rg a concentração de mercúrio em águas 
superfiâais. 

Bimestre (t) 2 3 4 5 6 7 

Conforme ? O o 

{ X( } = { XP ~' ... , X 18 } é a representação geral deste 
processo e { O, O, 1, 1, 1, 1, 1, 1, O, O, 1, O, 1, O, 1, 
O, 1, O } é sua realização. 

Geralmente, a matriz de transição teórica ou verdadei­
ra é desconhecida, na prática. O procedimento usual para 
especificar P supõe, primeiramente, que o processo esto­
cástico observado (histórico) constitui uma amostra alea­
tória do processo real. Se for este o caso, há uma 
justificativa teórica para calcular as estimativas por ponto 
das probabilidades de transição, a partir das probabilida­
des empíricas, obtidas de uma tabela de contingência. 

No caso do exemplo apresentado, o processo estocásti­
co histórico pode ser descrito pela Tabela 2. 

Note-se (ver Tabela 2) que duas vezes o estado do sis­
tema evoluiu de ''conforme'' para ''conforme'' em bimes­
tres contíguos (isto é, de X 1 = O para X

2 
= O e de X

9 
= O 

para Xio = O); portanto, um 2 é colocado na célula (1,1) 
da tabela de contingência (Tabela 2). Por definição, p11 
é a probabilidade de •~conforme'' no bimestre seguinte dado 
que subsiste conformidade no bimestre corrente. Da tabe­
la de contingência (Tabela 2), dentre 7 "conformes" nos 
bimestres vigentes (a soma da liriha 1), 2 "conformes" 
ocorreram nos bimestres seguintes; portanto p

11 
= 2/7. 

Analogamente, p12 = 5/7 ou 5 bimestres "inconformes" 
ocorreram subseqüentemente aos bimestres ''conformes'' 
dentre os 7 possíveis. Logo, para a matriz temos: 

IP11 -+ P12t 0,29 o, 71 
p 

_ 5 _ 5 0,50 0,50 P21 -Iõ P22-Iõ 

Graficamente, a matriz P pode ser representada da for­
ma mostrada na Figura 1. 

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

o o o o o o 

6 - Técnicas de cálculo na análise da probabilidade 
de estados futuros de uma Cadeia de Markov 

6.1 - Enfoque Clássico nas Soluções Trarisientes 

Supondo-se que as hipóteses relativas à dependência 
(propriedade markoviana) e estacionariedade são satisfei­
tas para o exemplo dado, isto é, assumindo-se a 'jvalida­
de" da Cadeia de Markov, pode-se predizer a probabi­
lidade de qualquer estado futuro, dado qualquer estado pre­
sente, tão-somente aplicando as Regras de Adição e Mul­
tiplicação de probabilidades dadas pelas seguintes fórmulas: 

Regra da Adição 

k 
E P (E;) (3) 

i = f 

onde Ei são eventos alternativos mutuamente ex­
clusivos. 

Regra da Multiplicação 

A probabilidade condicional de E. relativamente a E. 
(isto é, a probabilidade de Ei dada a 

I 

ocorrência de E) é 
definida como: 

P(E, !E) ................ (4) 

Figura 1 - Representaçãa do grafo da matriz de transição para o exemplo dado. 

Pu 0,29 Oro=~OME 
~ 

TABELA 2 - Tabela de contingência obtida a partir do registro histórico relativo ao exemplo. 

PARA - um estado específico no bimestre seguinte 

DE-um estado específico CONFORME INCONFORME SOMA 
num dado bimestre (Xl+l=O) (Xl+l = 1) DA 

LINHA 

CONFORME (X,• O) 2 5 7 

INCONFORME (X, - 1) 5 5 10 

SOMA DA COLUNA 7 10 17 
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A Figura 2 mostra a árvore de probabilidades que des­
creve o estado presente no bimestre 18 ("conforme" ou 
X 18 = O), bem como os estados futuros nos bimestres 19, 
20 e 21. 

Cada ''nó'' na árvore representa um estado específico 
no bimestre t que é ou "conforme" (X

1 
= O) ou "incon­

forme" (X,= 1). 
O ''ramo'' entre dois estados quaisquer representa um 

caniinho possível de trânsito, entre esses dois estados. As 
probabilidades condicionais ou ''de ramo'' são mostradas 
na figura, encimadas em cada ramo. 

As "probabilidades de ramo" são, na realidade, as pro­
babilidades de transição entre dois estados sucessivos 
quaisquer. 

A probabilidade de "conforme" no bimestre 19 
(X19 = O) dado "conforme" no bimestre 18 (X

18 
= O) é 

dada por: 
P (X19 =0 1 X 18 =0) = Pu = 0,29 

A probabilidade de "conforme" no bimestre 20 
(X20 = O) dado ''conforme'' no bimestre 18 é dada por: 

+ P(X19 = 1 1 X
18 

= O) • P(x20 = o I x;
9 

= 1) 

P(X20 =01 X 18 =0) = (0,29), (0,29)+(0,71) (0,50) 

Figura 2 - Árvore de probabilida;tks para o exemplo dado. 

ESTADO PRESENTE ...,_.I ESTADOS Fl.lTUROS -. 

BIMESTRE 18 

0,29 

X1s = O 

BIMESTRE 19 BIME~RE 20 

0,29 

X19 = O 

0,71 

0,50 

' ' 
: 0,29 

0,50 

0,50 

0,29 

BIMESTRE 21 

x,, . 1 

x,, • o 

x,, . 1 

x,, •O 

0,71 X20 = O 
X19 = 1 

0,71 x,, . 1 

0,50 x,, • o 
0,50 

X20 = 1 

0,50 
x,, . 1 

P(X,0 = O I X 18 =O)= 0,0841 + 0,3550 = 0,4391 

Atentando-se para a árvore de probabilidades (ver 'Fi­
gura 2), verifica-se que é possível atingir Xz0 = O por dois 
caminhos. O primeiro vai de X

18 
= O a X 19 = O e daí para 

X20 = O com probabilidade (0,29)(0,29), conforme a "Re­
gra de Multiplicação'·• para eventos dependentes. O segun­
âo dirige-se de X 18 = O a X 19 = 1 e daí para Xz0 = O com 
probabilidade (0,71)(0,50). 

Uma vez que esses caminhos são mutuamente exclusi­
vos, a probabilidade de atingir X

20 
= O, dado que se ini­

ciJ>u em X
18 

= O, é dada pela soma das probabilidades 
calculadas separadamente (0,0841 + 0,3550), conforme 

'a ''Regra de Adição'' para eventos mutuamente exclusivos. 
A probabilidade de ''conforme'' no bimestre 21, dado 

"conforme" no bimestre 18 (X18 = O), é dada pela soma 
de quatro caminhos de probabilidades: 
P(X21 = O I X

18 
= O) (0,29)(0,29)(0,29) + (0,29)(0,71 )(0,50) 

+ (O, 71 )(0,50)(0,29) + (0,71 )(0,50)(0,50) 
0,024389 + 0,10295 + 0,10295 + o, 1775 
0,407789 

Resumindo, dado "conforme" no bimestre 18, as probabili­
dades de "confome" nos bimestres 19, 20 e 21 são (0,29), 
(0,4391000) e (0,407789), respectivamente. Essas probabilidades 
condicionais para o estado "conforme" são conhecidas como "pro­
babilidades transientes", por se alterarem com o tempo. 

6. 2 - Enfoque matricial nas soluções transientes 

O método de árvores de probabilidades, para o cálculo das pro­
babilidade transientes, apesar de instrutivo, é incômodo. Um pro­
cedimento mais elegante e eficiente envolve a utilização da 
multiplicação de matrizes. 

Para a matriz de transição do exemplo dado: 

p 
( 

0,29 

0,50 

o, 71 ) 

0,50 

sabe-se que a primeira linha representa as probabilidades 
condicionais dos estados possíveis no próximo período, da­
do que o Estado 1 "conforme" é observado no período 
atual. Assim, dado "conforme" no período atual, p 11 = 
0,29 e p12 = 0,71 são as probabilidades de "conforme" 
e ·''inconforme'', respectivamente, no próximo período. 
Analogamente, a segunda linha representa as duas proba­
bilidades condicionais no próximo período, dado ter sido 
observado o Estado 2 ("inconforme") no período corren­
te (isto é, p21 = 0,5 e p22 = 0,5). 

Para determinar todas as probabilidades condicionais 

d d . ' d f e· é (1) d . º) e 01s per10 os no uturo isto , p1J para to os os 1 e J , 
simplesmente eleva-se P ao quadrado como segue: 

p2 = P.P 

( 0,29 0,71 ) ( 0,29 0,71 ) 
• 

0,50 0,50 0,50 0,50 

= ( 0,4391000 0,5609000 

) 0,3950000 0,6050000 

Esta matriz indica, por exemplo, que pgl é a pro­
babilidade de ''inconforme'' daqui a dois bimestres, dado 
que no bimestre corrente o estado subsistente é de confor­
midade. 

As probabilidades condicionais para daqui a três bimes­
tres são dadas por: 
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p3 P'. p 

10,4391000 

0,3950000 

-10,4077890 

0,4170500 

0,5609000 

0,6050000 

0,5922110 1 

0,5829500 

0,29 
0,711 

0,50 0,50 

Para calcular as probabilidades condicionais daqui a 
quatro bimestres, basta calcular P 4 efetuando-se P3 • P 
ou P 2 • P2 .- . Em geral, as chamadas probabilidades de 
transição de k-estágios, para k períodos de tempo no futu­
ro, representadas por pl>, são obtidas pelo cálculo de pk_ 

7 - Probabilidades incondicionais ou absolutas 

Na Tabela 2, referente ao exemplo dado, as somas de 
cada coluna dividida pela soma de ambas as colunas ( ou 
de ambas as linhas) fornecem, respectivamente, as estima­
tivas das probabilidades de uma amostra aleatória, coleta­
da na estação de monitoramento considerada, se apresentar 
nos estados ''conforme'' ou ''incollforme'', no bimestre 
''vigente'' (ver Tabela 2). Essas probabilidades, denomi­
nadas probabilidades incondicionais ou absolutas do Es­
tado j no período ''vigente'', representam as probabilidades 
incondicionais iniciais. Para o exemplo dado, as probabi­
lidades incondicionais iniciais são representadas pelo se­
guinte vetor linha: 

p. (O) - (0,41 0,59) 

Se se estiver interessado na Probabilidade Incondicio­
nal ou Absoluta do Estado j após k transições ( µ. .(k)), o se-
guinte produto deve ser efetuado: J 

p. (k) - p. (O) • pk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5) 

onde µ. (k) = [ µ. 1 (k), µ. 
2 
(k)... µ. n (k)} é o vetor linha das pro­

babilidades incondicionais para todos os n estados após k 
transições, µ. (O) é o vetor linha das probabilidades incon­
dicionais iniciais e Pé a matriz de transição de 1-estágio. 

Note-se que, como pk = pk•l • P, podemos escrever (5) 
da seguinte forma: 
µ. (k) = µ. (O) • p k•l • p (6) 

Por outro lado, para k-1 estágios, o produto dado por 
(5) fica: 
µ. (k•l) = µ. (O) • pk•l (7) 

Substituindo-se (7) em (6) obtemos Uma fórmula alter­
nativa para o cálculo da Probabilidade Incondicional ou 
Absoluta do Estado j após k transições, qual seja: 
p. (k) - p. (k·I) p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8) 

Ilustrando com o exemplo que vimos tratando, se qui­
sermos saber a distribuição de probabilidades dos estados 
"conforme" e "inconforme", respectivamente, daqui a 
três bimestres, basta efetuar, usando (5): 
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(0,41 0,59) • 

(0,41 0,59) • 

(0,4132530 

1

0,29 

0,50 

0,71 

0,50 

0,4077890 

0,4170500 

0,5867470) 

3 

0,5922110 

0,5829500 

8 - Soluções de estado estacionário 

1 

Para ilustrar a distribuição estacionária da Cadeia de 
Markov, considerem-se os cálculos apresentados na Ta­
bela 3, para o exemplo dado. 

Tabela 3 - Matrizes de transição de 13 estágios para o 
exemplo dado. 

k pk 

1 ( 0,2900000 0,7100000) 
0,5000000 0,5000000 

2 ( 0,4391000 0,5609000) 
0,3950000 0,6050000 

3 ( 0,4077890 0,5922110) 
0,4170500 0,5829500 

4 ( 0,4143643 0,5856357) 
0,4124195 0,5875805 

5 ( 0,4129835 0,5870165) 
0,4133919 0,5866081 

6 ( 0,4132735 0,5867265) 
0,4131877 0,5868123 

7 ( 0,4132126 0,5867874) 
0,4132306 0,5867694 

8 ( 0,4132254 0,5867746) 
0,4132216 0,5867784 

9 ( 0,4132227 0,5867773) 
0,4132235 0,5867765 

10 ( 0,4132232 0,5867768) 
0,4132231 0,5867769 

11 ( 0,4132231 0,5867769) 
0,4132232 0,5867768 

12 ( 0,4132231 0,5867769) 
0,4132231 0,5867769 

13 ( 0,4132231 0,5867769) 
0,4132231 0,5867769 
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Primeiro, atente-se para qualquer pl> à medida que 
k aumenta. Note-se que as oscilações deJssas probabilida­
des transientes são amortecidas em cada estágio. Isso im­
plica que pi.(k) se aproxima, assintoticamente, de um valor 
de estado eitacionário. Por outro lado, concentre-se a aten­
ção nas linhas de pk, à medida que k aumenta. Note-se 
que as linhas vão se tornando idênticas. Por exemplo, as 
linhas de pc12> são idênticas para 7 dígitos significativos. 
Isso ilustra o fato interessante de que a probabilidade de 
qualquer estado futuro vai se tornando independente de 
seu estado inicial, quanto mais se evolui para o futuro. Esta 
probabilidade converge para seu valor de estado estacio­
nário ( µ. { ) de cima para baixo ( se pij > p, t) ou de baixo 
para cima (se Pij< p,j*), como mostrado na figura 3. 

--~µj 

pj 

: ~pj 
- -~ P;; ( 

' 

Figura 3 - A probabilidade transiente assintoticamente se apro­
xima da probabilidade de estado esta.cionário. 

A probabilidade de estado .estacionário para o estado 
j indica que a probabilidade de se encontrar o processo es­
tocástico no estado j, após um ''grande'' número de tran­
sições, tende para o valor dado por p, ~. Uma vez que essa 
tendência se manifesta independentediente da distribuição 
de probabilidade inicial, conclui-se que µ .• é a probabi­
lidade ''incondicional'' para o estado j. Assiril, pode-se con­
cluir que as probabilidades absolutas não se alteram, uma 
vez que o estado estacionário tenha sido atingido. Conse­
qüentemente, com base na equação (8), a seguinte igual­
dade deve ser verdadeira. 
µ•=µ•.p (9) 

onde µ • é o vetor linha de n probabilidades de estado es­
tacionário. Esta condição, associada ao fato que os elemen­
tos de µ • devem somar 1, isto é 

(10) 

permite que imediatamente sejam calculadas as probabi­
lidades de estado estacionário, como a seguir se mostra. 

Aplicando-se a equação 9 ao exemplo dado, obtém-se: 

µ';) • ( 0,29 
0,50 

o, 71 ) 
0,50 

que, após a multiplicação, se transforma em 2 equações 
com 2 incógnitas. 

µ•, 0,29 µ~ + 0,50 µ; (1) 

0,71 µ~ + 0,50 µ,; 
Além destas, a equação (10) permite escrever 

µ•, + µ; = 1 

(2) 

(3) 

O conjunto fornece um total de 3 equações com 2 in­
cógnitas. Desde que µ*(o o) representa uma solução tri­
vial para (1) e (2), a qual é invalidada por (3), tem-se que 
uma das duas primeiras equações é redundante. Arbitra­
riamente, desprezando-se a (2}e resolvendo-se (1) e (3) si­
multaneamente, obtém-se (para 7 dígitos significativos): 
µ'1=0,4132231 e µ; = 0,5867769 

Estes resultados indicam que, ao longo do tempo, a pro­
porção de amostras que acusarão o estado ''conforme'' au­
mentará de seu valor atual de 0,41 para seu valor de longo 
prazo, de 0,4132231, enquanto a do estado "inconforme" 
decrescerá de 0,59 para 0,5867769, se estabilizando neste 
valor. Note-se, contudo, que sob condições de estado esta­
cionário as circunstâncias que promovem as mudanças de 
estado ou permanência nos mesmos estados continuam a 
atuar, segundo a matriz de transição estacionária. São as 
probabilidades absolutas que se alteram com o tempo pa­
ra finalmente se estabilizarem. 

Neste ponto, cabem duas observações. Primeiro, as pre­
dições de estado estacionário podem ser inatingíveis, na prá­
tica, devido a uma combinação de (1) erro na estimativa 
de P, (2) alterações em P com o tempo, e (3) alterações na 
natureza das relações de dependência entre os estados. Se­
gundo, nem todas as matrizes de transição conduzem às 
análises de estado estacionário aqui apresentadas, uma vez 
que as probabilidades de estado estacionário podem ine­
xistir para determinados tipos de cadeias de Markov. Se 
uma cadeia de Markov for ergódica, então µ•. existirá 

r · d (I> · , • r w é ' d como o 1m1te e p1J; isto e µj = i:,_:;i-
00 

p1J assegura o. 

Basicamente, uma cadeia de Markov é ergódica se o pro­
cesso permite que se atinja qualquer estado futuro a partir 
de qualquer estado inicial, após uma ou mais transições. 

Cabe também mencionar os chamados estados absor­
ventes. Um estado si de uma cadeia de Markov é dito "ab­
sorvente" se o sistema, uma vez atingindo o estado si, nele 
permanece. Um estado si é absorvente se, e somente se, 
a i-ésima linha da matriz de transição P contiver 1 na dia­
gonal principal e zero em todas as outras posições. Uma 
cadeia de Markov absorvente não é ergódica. 

9 - Aplicação das Cadeias de Markov 
no controle da qualidade de água 

Um problema que recentemente, tem merecido a aten­
ção dos administradores de qualidade de água .é o conhe­
cimento dos mecanismos que levam algumas substâncias 
tóxicas, presentes em sedimentos de fundo de um corpo 
d'agua, a emanarem para as águas, sob determinadas con­
dições. 

O primeiro sinal de que uma dada situação de quali­
dade dr, água é preocupante, pode ser vislumbrado com 
o conhecimento do vetor li-•, vetor linha das n probabili­
dades de estado estacionário, ou melhor, da distribuição 
de probabilidades dos n estados numa condição estacioná­
ria. Porén:i,, antes disso, a "matriz de traiisição" fornece 
uma primeira perspectiva de tendência evolutiva no que 
diz respeito à mudança ou permanência nos estados consi­
derados. 

O exemplo utilizado para a conceituação das cadeias 
de Markov refere-se à poluição por mercúrio. Està. escolha 
se justifica, pois, quando este material é adicionado a um 

Ambiente Vol. 7 n':' 1 1993 



curso d' água ou lago, sedimenta no lodo, no fundo da água. 
Aí é transformado por micrç,organismos anaeróbios em di­
metil mercúrio. Este composto é bastante volátil e· logo se 
dissolve do lodo na água, onde é transformado em 
CH3H + que é prontamente absorvido pelos animais aquá­
ticos, loncentrando-se em seus tecidos gordurosos. Ulte­
riormente, concentra-se através da cadeia alimentar, 
podendo ocasionar a morte de seres humanos se esses se 
alimentarem habitualmente de peixes com grandes quan­
tidades dessa substância tóxica. Até recentemente uma das 
grandes fontes de poluição por mercúrio era a indústria 
de cloro-soda. O processo industrial de .fabricação desses 
produtos sofreu alterações para evitar este perigoso tipo de 
poluição, mas a poluição passada tem de ser avaliada, con­
tudo, quanto aos seus possíveis efeitos na qualidade das 
águas. Nesta avaliação, o concurso das cadeias de Markov. 
pode ser uma alternativa de enfoque. 

10 - Conclusão 

Coincidentemente, no caso do exemplo dado, as pro­
babilidades incondicionais iniciais representadas pelo ve-

L-----A-m_b_i-en_t_e_V._o_l._7_n_~_l _19_9_3 __ 

tor linha µ.(o)= (0,41 0,59) são praticamente iguais ao ve­
tor linha µ,• - (0,41322-31 0,5867769) ;; (0,41 0,59). 
Como assim aconteceu µ, (k) = µ, (o) • pk = µ, • • p(k) = µ, •. 
Neste caso, a probabilidade de subsistir um ou outro esta­
do em todos os estágios do processo é, em média, a mes­
ma. Tal processo é dito estar em equilíbrio. A distribuição 
de probabilidades para este equilíbrio indica, contudo, ser 
Il).ais provável ( cerca de 60%) o estado de inconformidade 
com o padrão de mercúrio. · 
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